1.8. Степенные ряды в действительной и комплексной области. Радиус сходимости.
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1.8. Степенные ряды в действительной и комплексной области. Радиус сходимости.

Опр. Степенным рядом называется функциональный ряд вида
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(1)
где  a0, a1,… - вещественные числа, называемые коэффициентами ряда.

Любой степенной ряд сходится в точке х = 0.

Рассмотрим последовательность  
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a

{

n

n

,  n = 1,2,…
(2).
Если последовактельность (2) ограничена, то у нее $ конечный верхний предел, равный L, причем L і 0 (т.к. элем. неотр.).

Теор.  (Коши-Адамара)
1. Если последовательность (2) неогр., то степенной ряд (1) сходится лишь при х = 0.

2. Если последовательность (2) ограничена и имеет верхний предел L > 0, то ряд (1) абсолютно сходится для  "x: |x| < 1/L  и расходится для  "x: |x| > 1/L
3. Если L = 0, то ряд (1) сходится "х.

Док-во:

1. Пусть (2) не ограничена, тогда  "х № 0  
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  тоже не ограничена, то есть у этой последовательности имеются члены со сколь угодно большими номерами n:  
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, или 
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. Следовательно, для (1) нарушено начальное условие сходимости ряда.

2. А) Фиксируем  "х:  |x| < 1/L. Тогда  $  
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.  В силу свойств верхнего предела все элементы  
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, начиная с некоторого n, удовлетворяют неравенству: 
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Следовательно, по признаку Коши ряд (1) сходится абсолютно.

Б) Фиксируем "х:  |x| > 1/L. Тогда  $  
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По определению L из (2) можно выделить сходящуюся к L подпоследовательность, т.е. начиная с некоторого k  
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откуда получаем
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То есть,  
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  - нарушено необходимое условие сходимости ряда.

(Необходимое условие сходимости любого ряда: для сходимости ряда необходимо, чтобы последовательность u1,…,uk,… членов этого ряда являлась б.м.)

3.  Пусть (2) - б.б. последовательность, L = 0, ( х ( 0. Отрицательной предельной точки у (2) нет, следовательно, L = 0  -  единственная предельная точка.

( предел (2), равный L, следовательно, 

(n: (x   
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А значит, ряд сходится по Коши.

Теорема полностью доказана.

Опр.  R = 1/L  - радиус сходимости.

Ряд сходится при |x| < R  и расходится при  |x| > R.

Интервал сходимости: (-R,R).
При  x = +R,  x = -R  поведение не определено (может и сходиться, и расходиться).
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